Matematyka 1 (Cyberbezpieczenstwo) rill PW 2020/21

Projekt nr 1.

Temat: Liczby caltkowite Gaussa

Elementy zbioru Z[i| = {a + bi | a,b € Z} C C nazywamy liczbami catkowitymi Gaussa.

Norma liczby z = a + bi nazywamy liczbe N(a + bi) = a® + b%.

Liczbe z € Z[i] nazywamy jednoscig (lub elementem odwracalnym) w Zli], jezeli istnieje w € Z[i
takie, ze z - w = 1 + 0.

Liczbe 0 # z € Z[i] nazywamy rozktadalna, jezeli jest iloczynem dwu liczb, z ktérych zadna nie
jest jednoscia. Np. 5 = (2414)(2 — i) jest liczba rozktadalna.

O liczbach Gaussowskich, ktorych iloraz jest jednoscig mowimy, ze sa stowarzyszone. Np. liczba
2 jest stowarzyszona z liczbami —2, 27, —24.

Gaussowskaq liczbq pierwszq nazywamy rézna od zera liczbe ze zbioru Z[i], ktéra nie jest ani
jednoscia ani nie jest rozktadalna.

Zadania do wykonania:
Czes¢ teoretyczna.

e Pokazaé, ze dla dowolnych z,w # 0+ 0: € Z[i] istnieja t,r € Z[i] takie, ze z = t-w +r oraz
r=01ub N(r) < N(w) (tzw. dzielenie z resztq).

e Pokazaé, ze liczby: 1, —1,4, —i sa jedynymi jedno$ciami w zbiorze Z[i].

e Pokazac, ze kazda liczba catkowita Gaussa rézna od jednosci i Gaussowskiej liczby pierwszej,

daje sie przedstawi¢ w postaci iloczynu Gaussowskich liczb pierwszych. Rozklad ten jest
jednoznaczny z dokladnoscia do kolejnosci czynnikéw i elementéw stowarzyszonych.

e Pokazal, ze sa trzy klasy Gaussowskich liczb pierwszych:
(1) liczba 1+ i oraz liczby z nia stowarzyszone;
(2) rzeczywiste liczby pierwsze p, dla ktérych p =4 3 oraz liczby z nimi stowarzyszone;
(3) dzielniki rzeczywistych liczb pierwszych p, takich ze p =4 1.
e Pokazac, ze kazda liczba pierwsza postci 4k 4+ 1 da sie przedstawi¢ w postaci sumy dwu
kwadratéw liczb catkowitych na 8 sposobow. Rozktady rézniace sie¢ kolejnoscia lub znakiem
traktujemy jako rozne.

Czesé praktyczna (z wykorzystaniem komputera).

e Przedstawi¢ graficznie podzielniki Gaussowskie liczb catkowitych.
e Przedstawi¢ na plaszczyznie zespolonej wizualizacje rozmieszczenia liczb pierwszych Gaussa.

e Zobrazowa¢ graficznie liczbe rozktadéw dowolnej liczby naturalnej na sume dwu kwadratow
liczb catkowitych. Sprawdzi¢, czy uzyskane przedstawienie jest zgodne z twierdzeniem Ja-
cobiego. (Tw. Jacobiego: Dodatnia liczbe naturalna n mozna przedstawi¢ w postaci sumy
dwu kwadratéw liczb catkowitych na R(n) sposobéw, gdzie R(n) oznacza czterokrotnosé
réznicy pomiedzy liczba jej dzielnikow postaci 4k — 1 a liczba dzielnikéw postaci 4k + 3.
Rozktady rézniace sie kolejnoscia lub znakiem traktujemy jako rézne.)
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